
Amaglar 

Bit iiniteyi c> 

> determinant kavramini taniyacak, determinantlann ozelliki 
ve bir kare matrisin de v abileceksiniz, 

> bir kare mail ism iersinin caruluj. irar verebileceksiniz, 
<g> tersi olan matrisin tersini, detenu abileceksiniz, 
<£> bilinmeyen sayu, •isiemlerinin 

cozumiinu Cramer YC abileceksiniz. 



ifindekiler 

• Determinant ve Determinant Hesaplamasi, Saruss Kurali 

• Kofaktorler He Dt 

• Ters Matrisi 

• Cramer 

• Kare matrisler He determinantlar arasindaki ili§ki iyi anla§ilmahdir. 

• Determinantlartn dzellikleri dikkatle incelenmelidir. 

• Determinant hesaplamalarinda pratik kurallar iyi dgrenilmelidir. 

• ^oziint iqin btraktlan ah§tirmalar kdgit ve kalern kuUamlarak qozuhneUdir. 

Giri§ 

Elemanlan sayilar olan bir kare mat rise, o matrisi n determinant denilen bir sa- 
yi karsihk getirilir. Bu sayi, m llara gore ya- 

pilan hesaplamalar sonucu elde edilir. Bir kare matrisi nti olan sayi- 

'anmasma kist anhn agihmi veya hesaplanmasi denir. 



DETERMINANT VE DETERMINANT HESAPLANMASI 

Determinant, matrisler cebirinin onemli bir kavramidir. Kare matrisler icin tanimli 
olan bu kavram, matematigin bir cok alamnda, ozellikle de dogrusal denklem sis- 
temlerinin coz mcla oldukca yararh arac niteligindedir. 

Bir matrisin determinanti belli bir kurala gore onun elemanlan ttirtinden ta- 
nimlanan bir sayidir. Bir A kare matrisi icin A run determinanti olan bu sayi 

det GO veya I A I 
simgelerinden biriyle gosterilir. Bazen A matrisinin elemanlan dogrudan iki cizgi 
icine alinarak da A nin determinanti gosterilebilir. Soz geli§i, 



matrisi icin A nm determinanti 

W-l 3 2 

1-1 

olarak gosterilir. §imdi bir kare matris icin bu sayinin nasil tammlandigini once 
boyutu lxl, 2x2, 3x3 olan matrisler icin, sonra da genel n x ra-li bir mat- 
ris icin ifade edelim. 

Boyutu lxl olan bir matrisin determinanti, matrisin tek elemani olan o sa- 
yidir. Ornegin, A = (- 3) matrisi icin 1.41 = - 3, B = (7) matrisi icin I B\ =7; ge- 
nel olarak bir M = C»? n ) lxl matrisi icin \M\=m 11 dir. 

Boyutu 2x2 olan bir 



matrisi icin A nin determinanti ko§egenleri uzerindeki elemanlannin carprmlan 
farkidir; yani 



formuliiyle tammlanir. 
Ornegin, 



i det GO = 1.8 - 5.7 = 8 - 35 = - 27 olarak bul 
3x3 olan bir 



in determinanti asagidaki §ekilde hesaplanir: 
Ci) A nin ilk iki siitunu, iiciincu stitunun yanina, parantezin di§ina yazilir; 
GO Bu yazih§tan sonra asagida oldugu gibi A nin esas kosegenine paralel ko 

§egenler ve ikinci kogegenine paralel kogegenler cizilir; 



LILHAi 



e Deterir 



(iii) Esas ko§egenler iizerindeki ogelerin ayn ayn carpimlan toplami ile ikinci 
kosegenler iizerindeki ogelerin ayn ayn carpimlan toplami farki olan sayi 
A nin determinantidir. 

3. mertebeden bir kare matrisin determinantini bu §ekilde hesaplamaya Sar- 
rus Kurali denir. 




det (A) = (.fl 11 «22< :i! 33 + a i2 fl 23 fl 31 + ^lS^l ^32^ " ( fl l3 fl 22 fl 31 + fl ll fl 23 fl 32 + a l2 a 21 a 33) 
formuliiyle hesaplamr. 



matrisinin determinantini hesaplayiniz. 
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KOFAKTORLER ILE DETERMINANT HESAPLANMASI 

Boyutu 4x4 veya daha biiyuk olan matrislerin determinantlarmin hesaplanma- 
si icin gecerli olan pratik bir kural yoktur. §imdi herhangi bir kare matrisin deter- 
minantmm hesaplanmasi icin gecerli olan genel bir kural verecegiz. Bu kural, ko- 
faktorler yohiyla determinant hesaplanmasi olarak bilinen yontemdir. Once bir 
matrisin bir elemanin kofaktoriinii ve matrisin kofaktorler matrisini tammlayalim: 

' flu fl!2 ■ ■ ■ fllH \ 



\ a n 



matrisi verilsin. a» elemanmin minorii diye, bu matrisin i -yinci satin ve j -yinci 
siitunu atildiktan sonra geriye kalan (n - 1) boyutlu matrisin determinantina de- 
nir. a t j elemanmin kofaktorii ise, a^ nin minorii olan determinantin i§aretli de- 
gerine denir; yani a ?/ nin kofaktorunii a ' { j ile gosterecek olursak, 



1 0-1) « 1(7+1) 



«(<- 1) 1 



a(i- 1) (j. i) fl(i-i)(, + i) 
«(<+!)(/- i) fl(«+i)(/+i) 



«(*- i) « 



«(M) «,.(/+ l) 



olur. /I matrisinin kofaktorler matrisi de, A nin elemanlannin kofaktorlerinin 
olu§turdugu matrise denir; yani bu matrisi ^ ile gosterirsek 



< m I 



olur. §imdi bir ornekle bu tanimlan agikliga kavu§turahm. 



/ 1 0-3 

A= 2 14 

I 5 -2 3 ' 
yiniz ve A nm kofaktorler matrisi A k yi yaziniz. 



matrisinde her elemanin kofaktorlerini hesapla- 
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«23 = 4 icin fl'23 = (- 1| 



1 = 5 icin «' 31 -(-l) 



a 3 3 - 3 icin a' 22 =(- l) 3 + 
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= (-l)(-2-0)-2, 
= 1.(0 + 3)= 3, 



=1.1-0=1 



BUT 



bulunur. Boylece A nin kofal 

111 14-9 
6 18 2 
3-10 1 / 
olur. 



Determinantin Kofaktorlere Gore Acihmi 

« x n- li bir ^4 mati nak icin A nin keyfi bir sati- 

n veya bir stitunu secilerek, o satirdaki veya siitundaki tiim elemanlar kofaktorle- 
riyle carpilip toplandiginda A matrisinin determinant! elde edilir. Formiil olarak, 
i -yinci satir secildiginde 

det 00 = a n a ' n + a i2 a ' { 2 + ■■■ + a in a ' { n 

toplami ile ifade edilir. Bu yazihsa A nin determinantmin i -yinci satinn kofaktor- 
lerine gore acihmi denir. Eger A nin j -yinci stitunu alimrsa, det 04) nin j -yin- 
1 kofaktorlerine gore acilimi 



det 04) = flj.-fl'j, 



"2/ « 2.7 T 



olur. 

A matrisinin determinantmi kofaktorlere gore hesaplamak icin herhangi bir 
satir veya sutun secilebilecegine gore, en fazla sifin olan satir veya siitunun secil- 
mesinin hesaplamayi kolaylastaacagi aciktir. 
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matrisinin determinantmi hesaplayimz. 
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matrisinin determinantini hesaplayimz. 
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C A bir grek harfi olup delta diye okunur.) 



determinanttm hesaplayimz. 
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Determinantlann Ozellikleri 

Matrislerin bazi ozelliklerinden determinantlar icin onemli ozellikler cikartilabilir. 
Simdi bn ozelliklerin nasil cikartilabildigi kotuisu Gzerinde durmadan, dogrudan 
determinantlar icin kimi ozellikler siralayalim. 
Determinant ozellikleri: 

I. Bir determinantin bir satiri veya bir siitunu tiimiiyle sifir ise determi- 
nantin degeri sifirdir. 

II. Bir determinantin iki satir (veya iki siitunu) yer degistirirse, determi- 
nantui isareti degisir. 

III. Bir determinantin bir satiri veya bir sutununu sabit bir k sayisi ile car- 
pildigmda elde edilen determinantm degeri, baslangictaki determinan- 
tin degeri ile k sayisinin carpimina esittir. 

IV. Bir determinantin bir satiri (veya siitunu) baska bir satirin (veya siitu- 
nun) bir kati ise, determinantin degeri sifirdir. 

V. Bir determinantin bir satiri (veya siitunu) sabit bir sayi ile carpihp 
baska bir satir (veya siitun) iizerinde toplanirsa, determinantin degeri 
degismez. 

Bu ozellikler bir determinantin degerini hesaplamak icin oldukca yararh olabi- 
lirler. Ornegin, III ve V. ozellikler kullamlarak dordiincii mertebeden bir determi- 
nantm degerinin nasil hesaplandigina iligkin a§agidaki ornegi dikkatle inceleyiniz. 



EH 



determinantini hesaplayiniz. 
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[Yapilan hesaplamada su sira izlenmistir: Once birinci satirm ortak carpam 2 sa- 
yisi determinant disma alinmistir (III. ozellik). Sonra, sirasiyla, birinci satir -3,-1, 
- 4 ile carpilir ikinci satir, ucuncii satir, dordiincu satir Iizerinde toplanmi§tir (V. 
ozellik). Sonra da iic sifir bulunan gore 3x3- lii bir 

determinanta indirgenmistir. Uclii determinantm birinci satin - 1 ile carpilip 
uciincii satir iizerinde toplai 



determinantim hesaplayiniz. 
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Ters Matrisin Kofaktorler ve Determinant Yardimiyla 
Bulunmasi 

Bir A matrisinin tersi A 1 in var olmasi icin gerekli ve yeterli kosulun A 
rim matrise satir egdeger olmasi oldugunu biliyoruz. Diger taraftan birim r 
determinanti sifirdan farkli oldugundan, birim matrise satir esdeger olan her mat- 
risin determinant da sifirdan farklidir. Dolayisiyla, bir A matrisinin tersi A' 1 in var 
olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A nin determinantimn sifirdan farkli olmasidir. 

Verilen A kare matrisi icin A 1 matrisini bulmanin bircok yolu vardir. Bunlar- 
dan bazilanni daha once gormiisttik. §imdi de kofaktorler matrisi ve det 04) yi 
kullanarak A 1 matrisini hesaplamamn bir formuliinii verelim. 

Bir A kare matris icin det 04) ^ ise, A 1 matrisi vardir ve A k T , A nin 
kofaktorler matrisinin transpozesi olmak iizere, 



A' — 



det (A) 



MEE 



matrisinin tersi A 1 i bulunuz. 



det(^l) = 



-2). 4-1.5 = -8-5 = - 13*0 



oldugundan A 1 vardir. Once kofatorler matrisi A k yi bulal 
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matrislerinin tersi A 1 i bulunuz. 
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Dogrusal Denklem Sistemlerinin Cdziimleri i^in Cramer 
Kurah 

Bilinmeyen sayisi denklem sayisina es.it olan bir dogrusal denklem siste- 
mi AX = B biciminde verilmig olsun. Sistemin c oziimii icin su durumlar 
soz konusudur: 

I. det U) * i 



det (A) 



tek c oziimii vardir. Bu c oziim 
j = 1 , 2, . . . n 



icledir. Burada A , A matrisinde j -yinci siitun yerine B : 
yazilarak elde edilen matrisin determinantidir. Bu sekilde AX = B t 
nin coziimiiniin verilmesine Cramer Yontemi denir. 

II. det (A) = ve A f = 0, ; = 1, 2, ... w ise, AX= B sisteminin sonsuz cok- 
lukta coziimii vardir. 

III. det 04) = ve en az bir j icin A ■ 5* ise, AX = B sisteminin hie bir co- 
ziimii yoktur. 



2x 1 - 3x 2 = 40 
5*, + x 2 = 15 
dogrusal denklem sistemini Cramer Yontemiyle goziinuz. 
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3x a - 4x 2 h 
x a + 3x 2 ■ 



dogrusal denklem sistemini Cramer Yontemiyle goziiniiz. 



det{A)= 1 



oldugundan Cramer Yontemiyle 
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olarak bulunur. 



Birfirma X, Y, Z ham maddeterini cesitli oranlarda kullanarak A, B, C ^LHumQ 

mattartni uretiyor. Bu mallann her birinin birim uretimi icin gerekli ham 
madde miktarlari (birim olarak) a§agidaki tablo ile verilmektedir. 



Ham madde 



Curunii 
9 



Eger 112 birim X ham maddesi, 93 birim Y ham maddest ve 74 birim Z 
ham maddesi biitiiniiyle kuttanihrsa, elde edilecek iiriin sayilari ne olur? 



= elde edilecek A uriinii sayisi 



olsun. O zaman, 



6x 1 + 5x 2 + x 3 = 93 
2x 2 + 8x, = 74 



dogrusal denklem s 
Katsayilar r 



itemi elde edilir. §imdi bu 
determinant! 



Cramer Yontemiyle cozelim. 



= 160 + 108 - S = 200 
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Asagida verilen matrislerin determinantlanni hesaplayimz. 
1. A- (-3) , 



5. £ = 
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Agagida verilen determinantlan hesaplayimz. 

1 2 3 
* A = 3 6 9 ' 
-2 1 5 



matrisinin kofaktorler matrisi Ak yi bulunuz. 



9. Sekizinci ornekteki A ma 



10. 3xj + 5x 2 + 2x 3 = -2 






4jcj + x 2 = -3 






-9x : + Xj = 7 






denklem sisteminin foziimiii 


ill Cramer Yontemiyle bulunu 




11. AX = B bigimindeki bii 


• dogrusal denklem sisteminir 


i goziimu, 



ise, bu dogrusal denklem sisteminin acik yazih§i nedir? Sistemin coziimu- 
nii bulunuz. 

12. AveB olarak adlandinlan iki tiir malm uretildigi bir atolyede her bir malm 
bir adet iiretimi icin gerekli para ve i§ saati a§agidaki tablo ile verilmektedir. 



Para (milyon TL) 7 5 

Zaman (saat) 4 3 

Eger bu atolyede 11.3 milyar TL ve 6600 i§ saati tumuyle bu mallann iiretimi icin 
harcanirsa, her bir maldan kac adet uretilmi§ olur? 



304 Kendimizi Sinayalim 



Kendimizi Sinayalim 

Asagidaki sorulann yamtlanni ve 
dan bularak isaretleyiniz. 
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matrisinin det> 

a. -39 

b. 23 

c. 

d. 19 

e. 23 



asagidaki sayilardan hangisidir? 



gagidakilerden hangisidir? 
-3 \ 



1 / 



2 0' 
0-3 



Biraz Daha DO§Onelim 3Q5 



1 z z 2 

determinanti asagidakilerden ha 

a. (x-y)(x-z)(z-y) 

b. 

c. {x+y){x+z)(z+y) 

d. x 2 y 2 z 2 



Biraz Daha Diisiinelim 

1. A§agida gei isleri verilen denklem s: 
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4. Bir deri ganta iireticisinin imalathanesinde, evrak gan- 

Uisi, el cantasi ve cuzdan uretilmektedir. Her bir 
birim uretimi igin gerekli olan zaman i§ saati olarak a§a- 
iblo ile verilmektedir. 





Kesme 


Dikme 


Cilalama 


Evrak (antasi 
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2 
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El (antasi 


1 


1 


1 


CUzdan 


0,5 


1 


1 



3u imalathane bir gunde 125 i§ saati kesme, 150 i§ s; 
iti dikme ve 120 i§ saati cilalama kapasitesine sahip i; 
am kapasite ile kullamldigmda bir giinde iiretilen uriii 
sayilan ne olur? 



Asagidaki • rsi vardir? Ters n 
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